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Introduction

Le concept d'un espace de Banach libre(Lipschitz libre), sur I'espace métrique X telle
que l'application Lipschitz de X dans I’espace normé E peut étre étendue & un opérateur
linéaire continue.

Par la suite, la notion d’espace de Banach libre est une preuve qui remonte a Flood en
1975, Pestove en 1986 et Weaver en 1999. Nous allons présenter d’abord la construction de
Arens et Eels de 'espace pour qui Lipg (X) est 'espace dual. On remarque qui est moins
explicite que réalisation de Lipy (X) comme un espace dual est donné par de Leew|[15]
(voir aussi [24, p. 38]). Il a été montré par Arens et Eels (voir [24, p.38]) que Lipy (X) est
un espace dual du méme espace de Banach, i.e., il existe un espace de Banach Z telle
que Lip, (X) est isométriquement isomorphes & Z*. Il est généralement appéle aujourd’hui,
suivant [9], I'espace Lipschitz libre sur X est le note par F (X). Pour que Lipg(X) est
isométrique isomorphe & F (X) (voir [14]).

Dans ce mémoire, nous avons détaillé et étudié I’article de M. Dubei et al [5] sur 'espace
de Banach libre et ’extension des applications Lipschitziennes, dans ce travail on adopte

I'appelation (espace Lipschitz Libre) de Godefroy et Kalton en 2003 dans [9],

Ce mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivants :

Dans le premier chapitre, on donnera quelque préliminaires sur les espaces métriques et
les applications Lipschitzienne et Les applications bilinéaires.

Dans le deuxiéme chapitre, on présentera l’espace Lipschitz libre et leurs proprietés.
Ensuite, on étudiera la rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres.

Le troisieme chapitre est consacré pour les applications 2-Lipschitzienne et ’extension

linéaire simultanée.
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Lip (X,Y)
Lip, (X,Y)
Lipp (X,Y)
X#
X
Bil (E, F)
L(X,Y)
F(X)

X®Y
X®, Y
XoY
loo (R)

ker F
Bx

Notations

Corps des scalaires (k =R ou C).
Ensemble des nombres réels.
Ensemble des nombres entiers relatifs.
Elément neutr ou distingué, on prend 0 si X est normé.
Ensemble des espaces métriques complets pointés.

Espace de toutes les applications Lipschitzienne de X dans Y.

Espace des applications Lipschitzienne de X dans Y nulles au point e.

Espace des applications 2-Lipschitziennes de X dans Y nulles au point e.

Espace des formes Lipschitzienne sur X.
Espace dual de X.
Espace de Banach des applications bilinéaires bornnés.
Espace des applications linéaires continues.
Espace de Lipschitz libre
Espace des suites réeles (x,),oy telle que > |@n| < oo.
Produit tensoriel entre deux espaces de Banach.
Produit tensoriel projective entre deux espaces de Banach.
le completé du produit tensoriel
Espace des fonctions bornées dans R.
Espace des suites (z,,), telle que ||z,| = (D27, ]mn]p)% < 00
Le noyau de 'opérateur F.

Boule unité fermé de I'espace X.



Chapitre 1

Espaces métriques et opérateurs

Lipschitziens

1.1 Espaces métriques

La notion d’espace métrique a été formalisé par Maurice Fréchet dans sa thése de doc-
torat d’était en 1906 “Sur quelques points du calcul fonctionel”a Palerme. Pour tout ce qui

concerne ce chapitre. On pourra consulter I'excellent livre de Weaver[24].

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1 Un espace métrique est un couple (X, d) ou X est un ensemble non vide
et d est une distance sur X.

Soit (X,dx,e) Un espace métrique pointé (i.e., e un élément neutre ou distingué). On
note par

My = {espaces métriques complets pointés}.
Définition 1.1.2 Un espace métrique (X, d) est dit discrét s’il existe 6 > 0 tel que
Vo, g € X, d(xy,m9) > 0.

Un espace métrique discret est dit localement fini si pour toute a € X et r > 0, [’ensemble

{r e X :d(z,a) <r} est fini.



1.1. Espaces métriques

Par exemple N muni de la distance d(n,m) = |m — n | est localement fini.

Définition 1.1.3 Un espace métrique (X,d) est dit métriquement conveze si pour tout

x,Te € X et 0 <t <1, il eviste z; € X tel que

d(l’o, Il) = td(Il, ZEQ)

et

d(xy,x1) = (1 — t)d(xq, x2).

Définition 1.1.4 Un sous ensemble A d’un espace métrique (X, d) est borné si, et seule-

ment si, il contenue dans une boule. i.e.,

da € X,3r > 0 te que A C By(a,r).
Propriétés des espaces métriques

Définition 1.1.5 Soient (X,d) un espace métrique et u = (uy),~, une suite dans X.

La suite u est convergente vers | € X si, et seulement si,
Ve >0, AN €N, Vn > N, d(up,l) <e.
La suite u est de cauchy si, et seulement si,
Ve >0, AN,e N, Yn,m > N, d(up,un) < €.

Définition 1.1.6 Un espace métrique est complet si, et seulement si, toute suite de cauchy

est convergente.



1.1. Espaces métriques

Définition 1.1.7 Soit f : X — Y une application entre deux espaces métriques (X, dx)

et (Y,dy). L’application f est continue en a € X si, et seulement si,
Ve >0,3a>0,Vx € X, d(z,a) <a=dy (f(z),f(a)) <e.

L’application f est continue sur X si, et seulement si, elle est continue en tout point a
de X.

L’application f est uniformément continue si, et seulement st,

Ve >0, da>0,Ve,y € X, d(z,a) <a=dy (f(z), f(a)) <e.

Proposition 1.1.1 Soit f : X — Y wune application entre deux espaces métriques (X, d)
et (Y,d). L’application f est continue en a € X, si, et seulement si, pour toute suite

u = (un)nzo0 de X converge vers a, la suite (f (un)),>, converge vers f(a).

Proposition 1.1.2 Si f est uniformément continuent sur X, alors f est continuent sur

X, mais ils existent des applications continues qui ne sont pas uniformément continues.

Exemple 1.1.1 La fonction [ : (R,|-|) — (R, |:|) défini par f (z) = 2* - [ est évidemment

continue. On prend e =1 et n > 0, nous

choisissons = = 1 + % et y = %

i |n 1_1_‘9‘
= y|_‘2+n 77‘_2<n'
Mais
2 2
n 1 1 1
- =2+ Z) = (=) |=1+L>1
If (z) — f(y)] (2+77) (n) t1>

Donc f n’est pas uniformément continu.

Définition 1.1.8 (Isométrie et plongement) On dit que deux espaces métriques (X, d)
et (Y,d) sont isométriques, s’il existe une application bijective f : X — Y qui préserve les

distances, c’est -a-dire que, pour tout a,b € X,

dy (f (a), f (b)) = dx (a,b).



1.2. Les applications Lipschitziennes

Définition 1.1.9 (Produit d’espaces métriques) Soit {(X;,d;, e;);i € I} une famille
d’espaces métriques dans My, on définit par (II*°X;, d,e) l'ensemble des x = (x;);cs tel que

sup dy,; (x;,€;) < 0o avec la métrique
iel

d(z,y) = sup dy, (i, i)
et l'element distingué e = (&;);c;-

Nous avons (II*°X;,d, e) € M.

1.1.2 Propriété d’intersection binaire

Définition 1.1.10 Un espace métriqgue X posséde la propriété d’intersection binaire si
toutes les collections des boules fermés ont une intersection non vide est la distance entre
les centres des deux boules dépasse la somme de leurs rayons. En d’autres termes, pour
chaque famille de points x, € X et nombré r, > 0 tels que d (x4, xp) < T4 + 15 pour tous

a, 3 il existe x € X tels que d (x4, x) < 1o pour tous a.

Exemple 1.1.2 Soit f, € C[0,1] un fonction tels que f, (x) = —1 pour z < %— %,
fo(z) =1 pourz >+ L et f, est linéaire. Depuis ||fn — fin| <1 pour tous n,m, nous
pouvons choisir r, < % pour tous n. Mais si une fonction f est telle que || f — fo|| < % pour

tous n, alors f (x) < 5t pour x < 5 et f(x) > spour x> L.

1.2 Les applications Lipschitziennes

Le morphisme naturel entre les espaces métriques sont les fonctions Lipschtiziennes comme
les opérateurs linéaires entre les espaces de Banach. Dans ’analyse mathématique, la con-
tinuité de Lipschitz, appelée d’aprés Rodolf Lipschtiz, est une forme forte de continuité

uniforme pour des fonctions.

1.2.1 Définition et propriétés

On commence par quelques définitions et propriétés élémentaires concernant les applica-

tions Lipschitziennes.



1.2. Les applications Lipschitziennes

Définition 1.2.1 Une application f : (X,dx) — (Y,dy) est dite Lipschitzienne, s’il existe
k > 0 telle que

Vo,y € X, dy (f(2), f(y)) < kdx (z,y)

st k=1, est dite non expansive,
si k < 1, est dite contraction.
On notera par Lipp(X,Y) U'ensemble des applications Lipschitziennes de rapport k de X

dans Y, et Lip(X,Y) la réunion de ces ensembles.

Définition 1.2.2 Pour une fonction Lipschitzienne f, on défnit la constante de Lipchitz

par

. d z),
IFlp = Lip () = sup S0
7Y

= inf{k, k de la définition} .
Définition 1.2.3 Soit (X, ex,dx) et (Y,ey,dy) deux espaces métriques pointés. On dit
que f: X — Y préserve l’élément distingué si f (ex) = ey.
Définition 1.2.4 (Lipschitz Equivalence) Soient (X, dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques.

Soit f: (X,dx) — (Y,dy) une application. S’ils existent h,k € R tels que:

Vo,y € X thdy (f (z), f (y) < dx (z,y) < kdy (f (). f (y))-

alors f est une Lipschitz equivalence, et (X, dx) et (Y,dy) sont décrits comme Lipschitz

equivalent.préserve [’elément distingué si f (ex) = ey.

Définition 1.2.5 Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques. Une application f : X —
Y est un isomorphisme Lipschitzien si f est bijective et f et f~1 Lipschitziennes. Elle est

un isomorphisme isométrique si

dY (f (l‘) 7.f(y)) = dX (l‘,y)

Définition 1.2.6 Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques. On appelle plongement

Lipschitzien de X dans'Y s’ils existent c1,co >0, Vr,y € X, on a

cl2dX (may) S dY (f (l’) 7f(y)) S CldX (I’y) :



1.2. Les applications Lipschitziennes

Remarque 1.2.1 On dit que f est un plongement isométrique si c; = co = 1.

Proposition 1.2.1 Toute espaces métrique (X, d) est isométrique a un sous ensemble de

lo (I). Si X est séparable, alors il est isométrique a un sous ensemble de lo (N).

Remarque 1.2.2 Toute application Lipschitzienne est uniformément continue, mais la
réciproque est fausse. Par exemple la fonction. v — /1 — x2 est uniformément continue,

mazis elle n’est pas Lipschitzienne.

Théoréme 1.2.1 [2/] Soient Xy, Yy deux espaces métriques et X, Y leurs completions (i.e.,
Xo=X, Yy =Y). Soit fo: Xg — Yy une fonction Lipschitzienne, alors il existe une unique

extension f: X — Y telle que Lip(f) <Lip(fo) .
Théoréme 1.2.2 [2, p.261] Soit E un espace de Banach séparable, alors pour chaque espace

de Banach séparable F' il existe une application Lipschitzienne surjective ¢ de E sur F.

1.2.2 L’espace Lip(X)

Définition 1.2.7 Soit X un espace métrique et'Y est un Banach. On note par Lip(X,Y)

I’espace de toutes les fonctions Lipschitziennes de X dans Y .
Lip(X,Y) ={f: X — Y fonctions Lipschitziennes} ,

munt de la norme

||f||Lip(X,Y) = max {||fl|,,, Lip(f)}. (1.2.1)

SiY =R, alors Lip(X,Y) = Lip(X).qui est u espace de Banach muni de la norme 1.2.1

1.2.3 L’espace Lipy(X)

Définition 1.2.8 Soit X un espace métrique pointé. On appelle dual de Lipschitz et on le

note par X* “Iespace de Banach des formes Lipschitziennes sur X 7. i.e.,

X# = Lipy(X,R) = Lipy(X) = {f : X — R Lipschitzienne tel que f(e) =0 }.



1.3. Les applications bilinéaires

Corollaire 1.2.1 Toute fonction fy, € Lipy(Xo) dun sous ensemble X, de l’ensemble
normé X s’étend une fonction f € Lip, (X) sur le méme constant Lipschitzienne. Les

résultats de ce type ont été découverts de fagon indé.

1.3 Les applications bilinéaires

Définition 1.3.1 Soient X, Y, Z trois espaces de Banach. Une applicationT : X XY — Z

est dit bilinéaire, si les applications
T.:'Y — A et T, X — Z
y — Tl(zy) z — T(zy)

sont linéaires pour tout x € X, y € Y.
On dit que T est continue si, et seulement si, 3¢ > 0 : ||T (z,y)| < c||z| ||yl . Dans ce

cas, on pose

T = inf{c: c vérifiait la précédent inégalité }
= SUP ||z ||1=lyll=1 T (, y)|

On note par Bil (X,Y,Z) lespace de Banach des applications bilinéaires continues.

Ezxemple 1.3.1 1. L’application convolution

T: Li(R)x L (R) — L (R)
(f.9) — T(f,9)=/[*g

T est bilinéaire

2. Soit K un espace compact et soit X un espace de Banach. Alors

T: Ck)xX — O (k, X)



Chapitre 2

Espaces Lipschitz libres et extension

des applications Lipschitziennes

2.1 Espace Lipschitz libre

2.1.1 Définition des espaces Lipschitz-libres

Définition 2.1.1 Soient (X, d) un espace métrique pointé, l’espace de Lipschitz libre note

par F (X) est un sous espace de Lipy (X)*, définit par

Lipg(X)*

(span {0x (2)},ex = F (X)),

avec l'application §, : X — F (X) est une injection isométrique définie par ox (z) (f) =
(Ox (2),f) = f(z), zeX.

Proposition 2.1.1 Le dual de F (X)) est linéairement isométrique a ’espace Lipy (X) .

Proposition 2.1.2 Soient X et Y deux espaces métriques pointés et T : X — Y wune
application Lipschitzienne vérifiant T'(0) = 0. Alors il existe une unique application linéaire

T : F(X) — F(Y) vérifiant Lip (T) = Hf et 8y oT = Toby. Autrement dit, le diagramme

suwvant commute

X Iy

ox | | oy

T

10



2.1. Espace Lipschitz libre

De plus on aHT\H = Lip(T).

Théoréme 2.1.1 (Godefroy, Kalton) Soient E,F deuz espaces de Banach tels que E
séparable et qu’il existe une isométrie (non linéaire) de E dans F. Alors E est linéairement

1sométrique a un sous espace de F'.

2.1.2 L’espace Lipschitz libre et linéarisation globale des applica-

tions Lipschitziennes

Définition 2.1.2 Soit f : X — Y une application entre deux espaces métriques (X, dx)

et (Y,dy). Le module de continuité de f est la fonction

wy (t) = sup {dy (f (v), f (y)) : 2,y € X et dx (v,y) <t}

On dit que [ est uniformément continue si lim+ wy (t) = 0. Si pour une constante
t—0

cwy (t) < ct, pour chaque t > 0, on appelle f est Lipschtzienne.

Définition 2.1.3 Un espace normé (X, d, «) est un espace métrique (X, d) sur les valeurs

réelle non négative de la fonction « telle que
la(z) —a(y) <d(z,y) <a(z)+aly) pourtousz,y € X.

Nous appelons a une norme sur X. Il est clair que [’espace métrique X est un ensemble

normé
ou e est un point distingué dans X.
Proposition 2.1.3 Soit E est un espace normé. Pour toute F' € Lipy (X, E) on a

IF (@) < Lpa(z),

ot L est une constante Lipschitzienne de F' et en plus Lipy (X, E) est un espace normé
avec la norme

1] = L.

11



2.1. Espace Lipschitz libre

Théoréme 2.1.2 Soit X = (X,d,a) un espace normé. Il existe un unique isométrique
isomorphisme, ’espace de Banach F (X) sur le corps k et un isométrique injectif v : X —

F(X) telle que

1. Les vecteurs v (x), x € X avec a(x) > 0 sont linéairement indépendants dans F (X)

et span (v (X)), le span linéaire de v (z), v € X est dense dans F (X).

2. Chaque F € Lipy (X, E) peut étre étendu o Uopérateur linéaire continu F : F (X) — E

tel que ||F|| = Lr pour un espace normé E.

3. Si k = R, alors pour chaques sous ensemble fermé X, C X avec le point didtingué
e € Xy linclusion Xg — X s’étend a un isométrique des espaces de Banach F (Xo) —

F(X).

4. Stk = C, alors pour chaques sous ensemble fermé Xo C X le point distingué e € X

Uinclusion Xo — X s’étend au isométrie injectif F (Xo) — F (X).

Le premiére et deuxiéme affirmation ont été prouvées dans [7], [8, p. 23], Pestov dans
[20] et Weaver dans [24, p. 41]. La troisiéme affirmation a été prouvée par Pestov dans [21]

et par Weaver dans [24, p. 42].

Corollaire 2.1.1 Tout espace normé X peut étre isométriquement injectif a F (X)™ (le
bidual de F (X)) tels que le sous espace engendré par son image est faiblement dense dans

F (X)) et Vespace Lipy (X) est isométriquement isomorphe a F (X) .

Preuve. Soit [ : F (X) — F (X)"est 'isométrie injective canonique. Alors [ ov est la
restrection de I'injection canonique de X en F (X ) . Soit F' est une fonction Lipschitzienne

d’un ensemble normé X d’un espace normé E. Alors
F=Fy,+ F(e).

Ou Fy € Lip(X, E) . Ainis, chaque F' € Lip(X, E) peut étre étendue & une affine continue
Fy + F (e) de F(X) a E. Nous pouvons voir aussi que Lipy (X, F) est un sous espaces de
Lip(X,E). m

12



2.1. Espace Lipschitz libre

Proposition 2.1.4 Soit Xy un sous espace normé d’un espace normé X. Alors le point

y € X appartient o F (X) si et seulement si, y € Xo, ot Xy est la fermeture de Xy C X.

Preuve. Siy € X, alors évidemment y € F (Xj). Supposons que y € X, y € F (Xo)
et y ¢ Xo. Ainsi d(y, Xo) = h > 0. Soit z, € span Xy et z, — y. Ensuite, pour chaque f €
Lipo (X), f(zn) — f(y). On définit fo : X — R tel que fo (y) = h, pour tout x € X tel que
d(z,y) < h on pouse fy(x) =h—d(z,y) et sid(z,y) > h, on met fy(z) = 0. L’application
fo est Lipschitzienne qui nulle sur Xy. De puis e € Xy, f, € Lipy (X). Mais fy(z,) = 0,
alors que fo (y) = h > 0. Contradiction. m

Par Proposition 2.1.4 L’espace Lipschitz libre d’espace normé coincide avec l’espace
Lipschitz libre de son complété. Un espace norme X est faiblement fermé dans F (X), si et
seulement s'il est complet. Alors la topologie en norme de F (X) coincide avec la topologie

faible sur X C F (X).

Corollaire 2.1.2 S5t Xjet X5 sont des sous ensemble normé fermés d’un ensemble normé

complet Y tel que X1 N Xy = {e}, alors F (X1 U Xy) est isomorphe a F (X1) & F (Xa).

Preuve. laprojection de F (X; U X;3) pour F (X;) noyau a F (X3) par Proposition(2.1.4).
Aprés [8] pour x € X par v (z) € F (X;) par z et par span X on veut dir span v (x) dans
F (X). En utilisant le Corollaire 2.1.2 et la proposition suivante, il est possible de construire

quelques exemples d’espces Lipschitz libre. m

Proposition 2.1.5 [2/] Si (X, d) est un espace métrique discret, alors F (X) est isométrique

isomorphe a Iy (X). L’espace Lipschitz libre F (R) sur R est un isometiquement isomorphe

de Ly (R).

Preuve. la premiére partir de la proposition a été prouvée dans [23, p. 198]. Supposons
que X = R avec la norme habituelle. Soit z € span R C F (R). Alors z = Zaka pour

k=1
certains nombres ay, ...a,, r1...x, € R. Sans parte de généralité, on suppose que 0 < z; <

... < x,. Le vecteur z peut étre représente par

Z = Z bk (.l’k — ZL’k_l)
k=1

13



2.1. Espace Lipschitz libre

pour certains nombres by, ..., b,, o x, = 0. Pour un vecteur z nous définissons la fonction

n
de par g ka[:z:k L associe sur z.
k=1

Z bkx[mk—ly Tg]
k=1

Nous allons montrer que la norme L; de cette fonction est exactement égale a la norme de

z dans F (R).

=D bllar— @il =) e (o — mn)ll 2 12l (210)
k=1 k=1

Ly

considérons la fonction sur R. défini par

g(x) =) (signbi)xp, .1 (@),

ol X[z, o] est un fonction caractéristique de l'intervalle x(,, | ., ().
k=12 "k -
sign b, =
—1 si b, < 0.
Pour

I est clair que f, € Lipo (R) et Ly, = 1. Donc £, est un fonction linéaire continue sur F (R)

2
f(2) = [ (Z by, (xx — fk—l)) = bfe (v — wpa)

n Tk n T
= btz [ vy e @ =Y [ e (0
k=1 Tk—1 k=1 Tk—1

= bl llax — 2|

k=1

Tn | T n
S A SIS LS
0 Jk=1 k=1

Combinez cette inégalité avec 2.1.1 nous avons que

=1et

avec ’

= < 20 | £-

= [l=II-

Ly

= ||zl

Z ka[wk—ly ]
k=1 I

Ainsi, ’étendue R est isométrique isomorphe an sou espace dense de fonction d’étape

dans Ly (R) et ainsi F(X)=L;. m

14



2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

2.2 La rétraction Lipschitzienne et la structure des

espaces Lipschitz libres

2.2.1 Introduction

La notion de “Lipschitz retractation” dans les espaces métriques est comme la projection

lineaire dans les espaces de Banach.

2.2.2 La rétraction Lipschitzienne dans les espaces de Banach

Définition 2.2.1 Soient X un espace métrique et Xo un sous ensemble de X. Une ap-
plication(resp. Uniformenet continue) Lipschitzienne r : X — Xq est dite “Lipschitzienne
rétractation” (ou rétraction uniforme) sir/x, = Idx,. Dans ce cas, on dira Xo ’espace ré-
tract de X. Une métrique est appelé un Lipschitz rétract absolu (resp. Uniforme)s’il est un
Lipschitz rétract pour chaque l’espace métrique de contenant comme sous ensemble fermé.
Un Lipschitz rétraction est un A-Lipschitz rétractation si L, = .

Notez que, si Xo est un rétract (uniform) de X alors Xq est fermé dans X.

Proposition 2.2.1 Soit Y un espace métrique Alors, les propriétés suivantes sont équiv-

alentes.

1. L’espace Y est un espace rétract absolu.

2. Pour tout métrique X, pour tout E C X et toute fonction Lipschitzienne f : E — Y
s’étend a f : X — Y Lipschitzienne.

X
ix T \f
E f Y

=

3. Pour tout Z espace métrique tel que Y C Z, et F' espace métrique, alors toute fonction

Lipschitzienne f : Y — F se prolonge a une fonction Lipschitzienne f: Z — F

15



2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

A
ix T N\ f
Y L F

Proposition 2.2.2 Si Xyun sous ensemble normé dans un ensemble normé X (Xo C X)

est un \-Lipschitz rétract de X, alors F (Xy) est A\-complémentaire dans F (X) .

Preuve. Soit r: X — Xy est un \-Lipschitz rétract. Alorsr(e) =€, etvor: X —

F (Xo). Ainsivor: F(X) — F (Xo) est un opérateur linéaire et |[vor| = Lyor = L, = A.

n
Soit z € span Xy, z = Zakxk, T, € Xo, ar € R.

k=1
Alors

n n

vor(z)= Zakv or(zy) = Zakxk.

k=1 k=1

Le fait vor est lidentité sur un sous espace dense de F (Xy), c¢’est Uidentité sur F (Xo) .

Ainsivor est un projection et F (Xo) est A-complémentaire dans F (X). ®

Lemme 2.2.1 Soit X un espace de Banach. Alors X est un 1-Lipschitz rétract de F (X) .

Preuve. Pour chaque z € span X C F(X),

n
z = E Ty, T € X,

k=1

on met
n

ho (2) = Z )T

k=1
Par définition, hg est un opérateur linéaire de span X dans X. Puisque toute forme

linéaire continue sur X est une forme 1-Lipschitzienne, on a

lho ()llx = sup  Jp(ho(2))[ < sup ¢ (ho(2))] = l|zll 5,

peX" [lpll<1 WELipy(X),Ly<1

Et ainsi ho est une extension d’un opérateur linéaire continue h, on définit sur F (X)
avec ||h|| = ||ho||. L’image de h coincide avec X, car X est un espace complet, et h est
Uidentité sur v (x). Donc r =wvoh est une 1- Lipschitz rétract de F (X) dans X considéré

comme un sous ensemble de F (X). m
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2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

Théoréme 2.2.1 Soient X, Xy deux espaces de Banach avec Xq C X. Alors Xy est un

A-Lipschtiz rétract de X si, et seulement si, F'(Xy) est A\-complémentaire dans F (X) .

Preuve. Soit F (Xj) est A-complémentaire dans F (X) et soit 7 : F (X) — F (Xj) est
une A-projection. Par Lemma(2.2.1) il y a un 1-Lipschitz rétract de F (X,) dans Xy. Ainsi
r o7 est une A-rétraction de F (X) sur X. Alors X D X la restriction de 7 o 7 sur v (X)

est la A-rétraction de X sur Xy. Pour l'inverse, on suit La Proposition(2.2.2). =

Corollaire 2.2.1 Supposons que I’espace de Banach X est A-Lipschitz rétract absolu. Alors
pour chaque espace normé Y O X, F (X) est A\-complémentaire dans F (Y').

Corollaire 2.2.2 Pour chaque espace de Banach X, F (F (X)) contient une copie de
F (X) 1-complémentaire.

Preuve. Parle Lemme 2.2.1 X est 1-Lipschitz rétract dans F (X') . Donc, par Théoréme
2.2.1 F (X) est 1-complémentaire dans F (F (X)) . On dit qu'un espace métrique I est une
métrique ligne si elle est un isométrique image de la ligne réele R. D’aprés [2, p.13], R est
un 1-Lipschitz rétract absolu. Donc, si un espace normé X contient une ligne métrique
comme un sous ensemble normé, alors par Théoréme 2.2.1 et Proposition (2.1.5), F (X)

contient une copie de L; (R) 1-complémentaire. m

Théoréme 2.2.2 Soient X, et Xy deux Lipschitz rétracts absolus avec un point distingué

commun e. Alors X1 U Xy est un Lipschitz rétract absolu.

Preuve. Supposons que X; U X5 est isométrie injective de I’espace métrique Y et la
métrique sur X; U Xy définie par d (z1,22) = d(x1,¢e) + d(z2,€), 1 € X3, 19 € X5. Alors
Y est une ensemble normé avec le point distingue e, ou {e} = X7 N Xs.

Par Théoréme 2.2.1, F(Y) = F (X)) @ By = F(X3) @ Ey pour certains espaces de
Banach E; et Es et il y a des projections linéaires continues 7 : F(Y) — E k =1,2. La
projection 7y est Iidentité sur F (X,) par Corollaire 2.1.2, donc ms o 71 est une projection
sur I’ espace de Banach F tels que F (Y) = F (X;) @ F (X2) & E.

Soit m: F(Y) — F(X1) & F (X2) = F (X1 U Xs) une projection et 7 : F (Xi) — Xi
une rétraction, k = 1, 2. Nous allons définir une application r : F (X;) & F (X2) — X1 U Xs
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2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

par
e sia(z) = a(z)
%) si o (z)

>
%) sioa(z) > a(xn),

—| " —|—

ou 2z € F(Xi) et a est la norme sur Y. Pour chaque u,v € F(X;) @ F (Xs),
u=2z (u)+ 2 (u), v=2 (v) + 22 (v), 2k (), 2, (v) € Xg. Alors u —v = (21 (u) — 21 (v)) +
(22 (u) + 22 (v)) . Sia (21 (u) — 21 (v)) > @ (29 (u) — 22 (v)),alors (v — v) = (21 (u) — 21 (v)) -
v, ou 0 <~ < 1. Donc

[r(u=2)l = 21 (u) =21 ()] ¥ < 21 (W) = 21 (V)] < Loy [[21 (u) = 21 (0)]
< Ly (21 () = 21 () + 22 () = 22 ()| = Lo, [Ju = o]
De méme fagon, en cas «a (22 (u) — 22 (v)) > (21 (u) — 21 (v)) . Ainsi r est un application

Lipschitzienne sur X; U X5 et il est I'identité sur X; U X5. Donc il est une rétraction, et

r omov est une rétraction de Y dans X; U X,;. =

Corollaire 2.2.3 Soient X, ..., X,, des Lipschitz rétracts absolus tels que, pour toute m >
1, 1<k <..<kp<n, N X, ={e}, alors U}_, Xy est un Lipschitz rétract absolu.
Ce résultat peut étre améliorée pour 1-Lipschitz rétracte absolu en utilisant la définition

d’un espace métrique conveze.

Proposition 2.2.3 Une espace métrique X est un 1-Lipschitz rétract absolu si, est seule-

ment si, elle est métriquement convexe et posséde la propriété d’intersection binaire.

Preuve. Pour la preuve voir [2, p. 13]. m

Théoréme 2.2.3 Soient X4, ..., X,, un 1-Lipschitz rétract absolu et e € X1 N ...N X, tels

que, pour tout 1 <i < j <n, X;NX; ={e}, alors Uj_, X}, avec métrique

di (x,y) si x€ Xy, y € Xg

d(z,y) =
di(z,e)+dj(e,y) si ve€X;, yeX;, i#]

est un 1-Lipschitz retract absolu.

Preuve. Puisque chaque X a la propriété d’intersection binaire, leur union finie

Ua. Aussi, il est facile de vérifier que (Up_; Xy, d) est un espace métrique convexe. Ainsi,
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2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

par Proposition 2.2.3 U}_, X} est un 1-Lipschitz rétract absolu. Pour des espaces nor-

més Xi, ..., X,, avec le point unique e dans leur arbitraires intersections ( comme dans le

Théoréme 2.2.3) notons H X = X1 X ... x X, leur produit cartésiene avec la distance
k=1

d((21, 0 0) (Y1 ) = D i (20, )

En utilisant les mémes arguments que dans le Théoréme 2.2.3, il est possible de prouver

que, st X1, ..., X, sont 1-Lipschitz rétracte absolus, alors pour chaque m < n,

m
U HXik ={(z1, ..., zpn) €I}, Xy |z; = e pour au moins n —m de indices i }

11<...<tm k=1

n

avec la métrique induite a partir de H X} est un 1-Lipschitz rétract absolu.
k=1
Soit x € span X C F(X). Le support de X, supp x de l’ensemble fini {xq,...,x,} C X

tels que
Tr = Z ArTr
k

pour certains a € R. m

Pour la preuve du lemme suivant voir [7, 8] [22].

Lemme 2.2.2 Soient x € span X pour un ensemble normé X avec la normé ay. Alors

pour certaines collections finies \i, ji; € R et u;, vy, 25 € supp z, on a

et

|z = Z INi| dx (i, v;) + Z 1| ex (25) - (2.2.2)

n

Pour des espaces de Banach FE, ..., F,,, Z @, L), désigne leur somme directe, induit avec

k=1
l,-somme direct norme.
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2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

Théoréme 2.2.4 Soient X1, ..., X,, sont des 1-Lipschitz rétracts absolus et e € X1N...N X,
tels que pour tout 1 < i < j <mn, X;NX; = {e}. Alors Uespace F (II}_, X},) est isomorphe

ded " & F (Xy).
k=1

Preuve. Supposons que le théoréme est prouvé pour chaque m < n. Soient r une
application de IP_, X, dans T}Z1 X, x {e}, v : (21, .,2,) = (21,...,20_1,€). C" est un
1-Lipschitz rétract et il peut étre étendu par la Proposition 2.2.2 o une 1-projection m, de
F (I Xy) dans F (I} X, x {e}).

Soient x € span II;_, Xy et par Lemme 2.2.2 on écrit x = Y ;N (wi —vi) + D, 1,2
satisfaire 2.2.2 et avec i, ji; € R et u;, vy, z; € supp x. Alors

xr = Zz )\z (U (Uﬂ, 7Uzn) — v (Uih ~~;Uin)) + Zj ,ujv (Zj17 ...,Zjn)

est la décomposition 2.2.1 de Lemme 2.2.2, ot w;, (resp. ik, Zji,) est le k-th “coordinat”

de u; (resp.v;, z;) dans HXk. 1ct v est natural incorporation de HXk sur F <H Xk> )
k=1 k=1 k=1

Donc

Izl = >IN (oo i) 5 (Wi 03,)) + 3 1] @ (254, 24,)
i J
= Y I d (i vi) + ) ] Y a(ze) (2.2.3)
i k=1 j k=1
= >INl =il + D ] D Nzl
i k=1 j k=1
Depusis

Ty <£U) = Z )\z (U (u’ila oy Uin—1, 6) -0 (U'L'la ooy Uin—1, 6)) + Z/j’jv (Zjla ooy Zjn—1, 6) )
J

)

alors

IN

()

D I (wir,s oy in-1,€) = 0 (Vi ooy Vi1, €)) || +

Z |[1,]| ||'U (Zjl, ey Zin—1, 6)”
J
n—1 n—1
= DN d (i vi) + Y ] D a(zi)
i k=1 J k=1
n—1 n—1
= Z\)\AZHulk—vzkH—i—Z}MJZHZﬂcH
k=1 J k=1

i

(2.2.4)
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2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

D’autre part,
r—m ()= Z Ai(v(e,..,e,uy) —v(e,...,e,vu,)) + ijv (€,..cr€, Zjn)
i J

et

o= e (@)l < S el s = vl + 3 il (22.5)
( J

Combiner 2.2.5 sur 2.2.4 et 2.2.3 nous avons que

n—1 n—1
e ()l =N e = waell + D i) D Nzl
7 k=1 J k=1

D = e F(II'"1X; x tze Flex..xexX,]|, al =
onc six =Y+ 2,9 (I 21 Xk x €) et z e , e alors ||zl

lyll + 1|z]| - Donc la preuve découle de I’hypothése d’induction. m

Corollaire 2.2.4 L’espace Lipschitz libre F (X) sur tout espace de Banach de dimension
finie X est isomorphe a Ly (R)et F (I7) est isométriquement isomorphe a Ly (R) .

Preuve. FEn mettant dans le Théoréme 2.2.4 X, = R pour k = 1,...,n on obtient
que F (I7) est isomorphe de l1-somme de Ly (R) (voir la Proposition 2.1.5) c’est isomorphe
de L1 (R). Puisque les espaces de Banach de n-dimensionnel X et'Y sont isomorphes, les

espaces F (X) et F (Y') sont isomorphes. ®

Corollaire 2.2.5 F (I;) est isométriquement isomorphe de Ly (R).

Preuve. Soit {ex} est une base classique dans ly et R, l’espace 1-dimonsionnel, engen-
dré par ey. Soit l1o un sous espace de l, de composé des toutes les combinaisons linéaires
d’éléments de base {e}. Par Proposition 2.1.4, F (l10) = F (I1) donc span lio est dense
en F (ly) . Par Théoréme 2.2.4, l'espace span ly o est isomélrique au sous espace dense dans
Yore  @1L1 (Re,) . D'ou F (ly) est isométriquement isomorphe de Y po | @1L1 (R.,), qui est
isomorphe de Ly (R) voir [16, p. 54). m
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2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

Proposition 2.2.4 57 un espace métrique X est Lipschitz équivalent de Y, alors l’espace

de Banach F (X) et F (Y') sont isomorphes.

Preuve. Soient e : X — Y wune application Lipschitz équivalent, parThéoréme 2.1.2
Uapplication voe s’étendau opérateur linéaire continuT =voe: F(X) — F(Y). Montrons
que T est une bijection. l'application f — foe, f € Lipy (Y') est une bijection entre Lipy (Y)
et Lipy (X). Mais par Théoréeme 2.1.2, et Lipy (X) coincident, jusqu’a l’isomorphisme
isométrique, avec F (V)" et F (X)*respectivement et l'opérateur f — f o e coincides sur
T : F(Y) — F(X)". De puis il est une bijection et donc F (X) est isomorphe de F (V).

Par le Corollaire 2.2.5 nous pouvons voir que l'isomorphisme des espaces de Lipschitz
libres n’implique pas Lipschitz équivalence de des ensembles normes correspondants. Dans
[20] Pestove a demandé si pour chaque ensemble normé X. F (X) est isomorphe de Ly (X, i)
pour certains mesure g sur X. Ensuit, M. Dubei et all [5]ont montré qu’il n’est pas.

Note que si X est séparable, F (X) est séparable aussi.

Proposition 2.2.5 Pour X est un espace de Banach, lespace X est 1-complementaire

dans F (X)* (i.e., il y a une projection avec sa normé égale 1 de F (X)* dans X ).

Preuve. Par [2, p.173] X est un sous espace 1-complémentaire de ’espace de Banach
Lip(X). Depuis F (X)* =Lipy(X) est un sous espace 1-complémentaire de Lip(X) et

contient X*, X* est 1-complementaire dans F (X)*. m

2.2.3 [L,-espace

Définition 2.2.2 Soient 1 < p < oo et A > 1. Dans l’espace de Banach X est dit ¢ un
L, r-espace st tout sous espace E de X est contenue dans un sous espace des dimensions
finis F de X pour il existe un isomorphisme v : F' — 9™ avec |[v|| - |[o™!] < X. On dit

que X est un L,-espace si c’est un L, x-espace pour certains A > 1.

Théoréme 2.2.5 [17, p.308] Soit 1 < p < oo et X un L,- espace. Puis il existe une mesure

p et un sous espace complét'Y de L, (p) qui est isomorphe o X.
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2.2. La rétraction Lipschitzienne et la structure des espaces Lipschitz libres

Corollaire 2.2.6 L’espace F (l3) n’est pas L, -espace.

Preuve. Par Proposition 2.2.5 F (lg)*n’est pas isomorphe de [, comme il est connu l
ne contient pas une copie complétaire de ly. Puisque F (ly) est séparable, dans la Théoréme

2.2.5 il n’est pas isomorphe & un Li-espace. |

La prochaine proposition montre que F (X ) est similaire, dans certains sens de /;.

Proposition 2.2.6 Soit X un espace de Banach séparable. Alors chaque espace de Banach

séparable E est isomorphe a un quotient de F (X) .

Preuve. D’aprés de Théoreme 1.2.2 il existe une application Lipschitzienne surjective
F de X dans E. sons perte de généralité on peut supposons que F' (0) = 0. Soit F un
opérateur lineaire correspondant de F (X) sur E. Alors E est isomorphe a F (X) / ker F.
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Chapitre 3

Les applications 2-Lipschitziennes sur

les espaces Lipschitz libres

3.1 Les applications 2-Lipschitziennes

Définition 3.1.1 Soient (X,e,), (Y,e,) deur espaces métriques pointés et les mnormes
a(x) = d(e,z) et a(y) = d(e,y) respectivement. Considérons une application g (x,y)
qui est définit sur le produit cartésien X xY a valeurs dans un espace normé E. Soit A, (x)
une application de X dans E tels que A, (v) = g (x,y) pour chaque y € Y est firé. De méme,
A, (y) = g (x,y) est une application de Y o E pour chaque x € X est fizé.

Une application g : X XY — E est appelée 2- Lipschitzienne si A, (y) est Lipschitz pour
chaque x € X est fizé et A, () est Lipschitz pour chaque y € Y est fizé.

Pour une application 2-Lipschitzienne g notons G l'opérateur x — A,.

Théoréme 3.1.1 Soient g une application 2-Lipschitzienne et A, (y) € Lipy (Y, E) pour
toute v € X, A, (v) € Lipo (X, E) pour toute y € Y et G : x — A, appartient & la classe
Lipo (X, Lip, (Y, E)). Alors il existe une application linéaire continue D : F (X)) x F(Y) —
E tels que

D(z, y) =g (z,y)

pour tousx € X, y €Y et ||D| = Lg.
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3.1. Les applications 2-Lipschitziennes

Preuve. Soit G une extension de G o Uopérateur linéaire de F (X) a Lipy (Y, E) avec

HGH = Lg. Siz =) May, € F(X), alors

é (Z) = Z /\kAa:k7
k=1

ou A, € Lipy(Y,E). De plus, chaque A,, peut étre étendre o un opérateur linéaire
continue A,, de F(Y) a E avec

|- .

"

Nous considérons ’application G (2) 1z — A,, ou
n
A =D MA,,.
k=1

Cette application de l’espace span v (X) des combinaisons linéaires finies

n

g ATk,
=1

qui est dense dans F (X) a L(F(Y),FE).
Les applications G estla composition de Uopérateur linéaire continue G : z — Y ope1 AAg,
et l'opérateur linéaire isométrique v : A,, — A, et

-

Par conséquent, G est un opérateur linéaire continu de F (X)) dans ’espace des opérateurs
lineaires continus L(F (Y), E). Il est connu de la théorie des applications bilinéaires, que

D (z, w) = A, (w) est une application bilinéaire continue et

D = sup  [[D(z,w)|= sup G (2)

l2lI<1,flwll<1 =<1 [Jw]<1

.

A, (w)H = sup
<1

Gl = Le.

Notons que l'inverse est vrai. Si D est une application bilinéaire continue sur F (X) x
F(Y), alors
9(z,y) = D (z,y)
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3.2. L’éxtension linéaire simultanée

est une application 2-Lipschitzienne qui satisfait aussi la condition du Théoréme 2.2.5.

Il est bien connu qu’il existe un opérateur linéaire continue ®, sur le produit tensoriel
projectif F (X) ®, F (Y) tels que &, = D (u,v) pour tout u € F (X), v € F(Y). D’ou une
application 2-Lipschitz g (x, y) satisfaite a la condition du Théoréme 2.2.5 si, et seulement,si
Q, (r ®y) = g (x,y) pour certains opérateur linéaires continues @,,.

Alors, I'ensemble des fonctions 2-Lipschitziennes réelles de Lipschitz qui satisfaites la
condition du Théoréme 2.2.5 est identifié avec les espaces de toutes les formes bilinéaires con-

tinues Bil (F (X) x F(Y)) = (F(X)® F(Y)) . On note cet ensemble par Lip2 (X x Y.

3.2 L’éxtension linéaire simultanée

Par Corollaire 1.2.1 toutes les applications Lipschitziennes sont étendues d’ un sous
espace Xy C X d’un espace métrique X a une application Lipschitzienne sur X.

M. Dubei et al dans [5] ont considéré le probléme de simultanée extension cela signifie
qui existence d’un opérateur linéaire continue de Lipg (X) .

Rappelons que le sous espace fermé X d’un espace de Banach Y est localement complé-
menté dans Y §’il y a une constante M telle que chaque fois que F' est une sous espace de
dimension finie de Y il existe une application ( en fonction de sous espace spécifique avec
des dimension finit) 7" : F' — X donc que ||T'|| < M et T (z) = x pour tous x N X .

Les résultats suivants ont été prouvé dans [13] pour les formes linéaires et dans [3] pour

bilinéaires.

Définition 3.2.1 (Sous espace localement complémenté) On dit que le sous espace
fermé E d’un espace quasi-Banach X est localement complémenté dans X s’il existe une
constante \ telle que chaque fois que F' est un sous espace de dimension finie de X ete > 0
il existe un opérateur linéaire T = Tp : ' — E tel que |T|| < X et || Ty — f|l < e||f]| pour
fe ENF.

Nous observons que le principe de la réflexivité locale pour les espaces de Banach (Linden-
stra et Rosenthal de [18]) signifie que les espaces de Banach X est localement complémenté

dans son bidual X** (A =1).
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3.2. L’éxtension linéaire simultanée

Proposition 3.2.1 Soit X un sous espace fermé d’un espace de Banach Y . Les affirma-

tions suivants sont équivalents

1. X est localement complémenté dans 'Y .
2. X est complétement dans Y™ sous Uinjection naturelle.

3. 1l existe une extension linéaire continue A : X — Y tel que A(¢) (z) = ¢ (z) pour

toutzr € X et p € X .

4. Il eziste une extension linéaire continue de 'espace L (X x X) des formes bilinéaires

continues sur X dans l’espace L (Y x Y) des formes bilinéaires continues surY .

Proposition 3.2.2 Soit X un sous espace fermé d’un espace de Banach Y. si F (X) est

localement complémenté dans F (Y'), alors X est localement complémenté en Y.

Preuve. Par Proposition 3.2.1, F (X)* est complémenté dans F (Y) . Soit 7 :
F(Y)™ — F(X)™ est la projection linéaire continue. Par 2.2.5, Y est compléte dansF (V).
Notons que Y* considére comme un sous espace de F (V)" est constitué des fonctions Lip-

schitziennes f sur Y tel que

FOz+py) =fQx+py) =2 () +uf(y). (3.2.1)

Ainsi Y** est complété dans F (Y)™ et consiste des formes linéaires continues, définies
sur les fonctions Lipschitziennes données par 3.2.1. La restriction de 7 sur Y~ définie de
Y™ dans I'espaces des formes linéaires continues, définies sur le sous espace avec 3.2.1 qui
appartient & F (X). Mais il coincide avec X~ C F (X). Donc « (Y"") = X**. Depuis 7
est la projection leurs restrictions sur Y est la projection trop. Si X~ est complémenté

dans Y** et X est localement complémenté dans Y. m

Pour chaque entier positif n notons F" (X) l'espace F(...(F (X)...)).
——

n

Corollaire 3.2.1 Si F" (X) est localement complémenté dans F™ (Y) . Pour certainsn > 0.

Alors X est localement complémenté dans Y .
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3.2. L’éxtension linéaire simultanée

Théoréme 3.2.1 Soit X est un sous espace fermé d’un espace de Banach'Y.

1. Si X n’est pas localement complémenté dans Y, alors il n’existe pas des extensions

linéaires continues de Lip, (X) dans Lip, (V).

2. Si F" (X) est localement complémenté dans F" (Y) pour certains n > 0. Alors
il eviste une extension linéaire de Lip, (X) dans Lip, (Y) et de Lipi (X x X) dans
LipZ (Y x Y).

Preuve. Supposons qu'il existe une extension linéaire de Lip, (X) = F(X) dans
Lip, (Y) = F(Y) . Ensuite par Proposition 3.2.1, F (X) est localement complémenté dans
F (Y). et par Proposition 3.2.2, X est localement complémenté dans Y. Une contradiction.

La deuxiéme assertion découle du Corollaire 3.2.1 et Proposition 3.2.1. =

Exemple 3.2.1 Soient d(z,y) un espace métrique sur X. On pose b(x,y) = by (z,y) =
d(z,y) —d(e,x) —d(e,y). Alors b(x,y) est un 2-Lipschitz, parceque.

b(21,y) = b(z2,y)| = |d(71,y) —d(22,y) —d(e,z1) —d(e,y) +d(e,x2) +d(e,y)]
< |d(z1,y) — d(z2,y)| + |d (e, 22) — d (e, x1)| < 2d (x1, 22) .

Deplus, cette inégalité montrer que la application G : xg — b(xg,y) € L(X) est dans
Lip, (X, Lipy (X)) .

Alors b(z,y) € Lipg (X x X). Donc par conséquent, nous avons que les applications
2-Lipschitziennes by associées a des métriques continues d sur un sous espace X C Y est

simultanément a une fonction continue de 2-Lipschitz sur'Y si F* (Y) pour certains n > 0

De la Proposition 2.2.5 et Théoréme 3.2.1 nous avons le Corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2 Si un espace de Banach X est un Lipschitz rétract absolu, alors pour tout

espace de Banach'Y qui contient comme sous espace fermé, il y a un opérateur d’extension

linéaire continue de Lip, (X) a Lipy (X) et de Lipa (X x X) a LipZ (Y x Y).

Notons que selon [2, p. 32], lespace de Banach des séquences nulles cq est un Lipschitz

rétractation absolu. L’espace de Banach de toutes les fonctions a valeur réelle, dé limitées,
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3.2. L’éxtension linéaire simultanée

uniformément continues définies sur un espace métrique et doté de la sup —norme est une
Lipschitz rétract absolu. De plus, tout espace Py réel est un A-Lipschitz rétraction absolu.
tout complexe Py-espace est un 4\/m-Lipschit rétract absolu. Rappelons qu’un espace X
de Banach est dit Py-espace s’il est \-complémenté dans chaque espace de Banach Y le

contenant comme un sous espace fermé.
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